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本节假设目标函数 f  二阶连续可微.

牛顿法的基本思想：利用目标函数 f 在迭代点处的二阶Taylor展

开式的极小值点序列去逼近目标函数 f 的极小值点.



§3.3.1  经典牛顿法
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设 是 的极小值点 处的一个近似点，将 在 附近进行二阶Taylor展开，且令

1 1

1

1

1

1 1

( ) ( )

.

( ) 0

,

.

k k k

k k

k k

k k

k k k k

k k

k

k k

k k

k k

G q x q x

x x x

G x x g

d x x G d g

d G g

x x G g

  







 

  

   

 

 

若 正定，则 是正定二次函数，必有唯一极小值点，将 的极小值点取

做 的下一次近似点 由一阶必要条件， 应满足

，

令 则

解得

从而 

---------牛顿方程

---------牛顿迭代公式

牛顿
方向



经典牛顿法算法框架

1k k

k k kG d G g x 当 正定时，牛顿方向 是 处的一个下降方向.注：
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算法 （经典牛顿法）

选择初始点 置

步 计算 若 ，算法终止.

步 计算 并由牛顿方程 解出 .

步 置 转步
步长为1

经典牛顿法不一定是下降算法
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定理 给定对称正定矩阵 及向量 设

那么，从任意初始点 出发，算法 至多一步迭代就可达到

函数 的极小值点.

经典牛顿法的二次终止性



3.3.1  定义 当一个算法用于求解严格凸二次函数极小值

问题时，如果从任意初始点出发，算法经过有限步迭代

后可达到函数的极小值点，则称该算法具有二次终止性.

结论：经典牛顿法具有二次终止性.
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定理 局部二阶收敛性

假设目标函数 二阶连续可微， 是 的一个局部极小值点， 正定，且 的

阵 具有 连续性，即存在 使得对任意的 有

.

当初始点 充分靠近 时，对于所有的 经典牛顿迭代 有意义，

算法 产生的迭代序列 收敛于 ，并且具有二阶收敛性.

经典牛顿法的局部收敛性和二阶收敛速度
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优点：(1) 收敛速度快（若 正定， 是 连续的，只要初始点选取合适，

          算法是二阶收敛的）；

      (2) 具有二次终止性.

缺点：(1) 要求目标函数二阶连续可微;

      (2) 且每步需计算 并求解方程组 ,工作量大；

      (3) 仅是局部收敛的（要求初始点充分靠近最优解，否则算法可能不收敛）；

      (4) 收敛于鞍 0k kg G点或极大点的可能性并不小(当 但 不正定）；

经典牛顿法的优点和缺点

kG当初始点远离最优解时， 不一定正定，牛顿方向不一定是下降方向，

经典牛顿法不一定收敛. 

注



§3.3.2  带线搜索的牛顿法
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算法 （带线搜索的牛顿法）

选择初始点 置

步 计算 若 ，算法终止.

步 计算 并由牛顿方程 解出 .

步 由线搜索计算步长

步 置 转步

1 1 . (3.3.5)k k

k k kx x G g  迭代公式：

采用精确一维线搜索计算步长时，称为阻尼牛顿法.



3.3.3  3.3.2定理 算法 具有二次终止性.

带线搜索的牛顿法的全局收敛性
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假设 ： 二阶连续可微,无穷序列 由算法 产生，其

中迭代步长 由 线搜索得到(其中 或由 线搜索得到.假

设 且 正定.如果

          

则 当 充分大时， ； 序列 局部超线性收敛于

定理3.1.7



带线搜索的牛顿法的全局收敛性
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定理 （全局收敛性）

设目标函数 二阶连续可微且存在常数 使得

设迭代序列 由算法 产生，其中步长 由精确一维线搜索

得到，或由 线搜索得到，或由 线搜索得到，则或者算

法 有限终止于 在 中的唯一全局极小点，或者算法

产生的迭代序列 收  ( )f f敛于 在 中的唯一全局极小点.
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定理 （局部二阶收敛性）

设定理 的条件成立，且 的 阵 具有

连续性.设迭代序列 由算法 产生，其中步长 由

1
线搜索得到( （0， ))或由 线搜索得到.假设 且

2

以及 正定，那么迭代序列 二阶收敛到
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例  利用阻尼牛顿法求 的

    极小值，取 .
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解 , ，

于是

令 得 所以
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即迭代一次就达到了 的极小值点 ，对应的极小值为0,



谢谢观看！


