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§3.4 共轭梯度法



共轭梯度法最早是由Hestenes和Stiefel在1952年提出的，用于解正定

系数矩阵的线性方程组；

 1964年，Fletcher和Reeves在上述工作基础上提出了解非线性最优化

问题的共轭梯度法.



教
学
内
容

 二次函数极小化的共轭方向法

（ § 3.4.1）

 二次函数极小化的共轭梯度法

（ §3.4.2 )

 一般函数极小化的共轭梯度法

（ § 3.4.3）



§3.4.1 二次函数极小化的共轭方向法
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定义 共轭向量组

设 为 阶对称正定矩阵， 为 维向量组，若

，

则称向量组 关于 共轭.
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当 为单位矩阵，且 为 维非零向量组，则

则 ， ，从而向量组 是正交组.
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（一）共轭方向及其性质
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定理 设 为 阶对称正定矩阵，非零 维向量组

关于 共轭，则

  向量组 线性无关；

 若 则向量组 构成 的一组基；

若 且向量 与向量组 关于 共轭，则
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（二） 共轭方向法的理论基础
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维超平面

   设 维向量组 ( )线性无关，给定 称集合

为由点 与 生成的 维超平面.

定义3.4.2
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设 为连续可微的严格凸函数， ( )为

一组线性无关的 维向量， 则

 

是函数 在 与 生成的 维超平面 上的唯一极小点

.           （ ）

引理3.4.1
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（子空间扩展定理）设 为 阶对称正定矩阵，非零 维向量组

( )关于 共轭，且二次函数 由任

意初始点 开始，依次进行 次精确一维搜索，得 

则 是二次函数 在 上的极小点.

定理3.4.2

共轭方向的基本定理
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对于正定二次函数 的极小化问题 若迭代方向

关于 共轭,步长由精确一维线搜索得到，则

    g

注
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二次函数极小化的共轭方向法

设二次函数 给定初始点 及下降方向 ,计算

如果 ，算法终止；否则，置

步 由精确一维搜索 计算步长 .

步 置 ：

步3  计算 如果 ，算法终止. 否则,转步 .

步 取共轭方向 使得 

算法3.4.1 

1 T) 0,   {0,1, , }.
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 步 置 转步

共轭方向法的算法框架
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正交化过程：

从线性无关组 构造与之等价的正交组

满足

投影算子：

其中

其中 2 0 2 1
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 其中

如何构造共轭方向？
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关于 共轭 关于 阵 共轭

把 正交化过程 构造共轭方向的方法，

构造 共轭向量组 满足

投影算子：

考虑最速下降法，每一步的迭代 满足 ，g

（取初始下降方向)，
0 0

0 1 1
1 0 0 0 0 0 0

1

0

g , g
g , ;

,

g , g
g , .

,

T

G

T

G

i T ik
k i k G k

k i i i i i T i
i G

d Gd
d

d d d Gd

d Gd
d d

d d d Gd

 

 




  
    

 

  
     

 


其中
（ ）

其中
（ ）
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其中取 保证了 与 关于 共轭
（ ）

设 令

（ ） （ ） （ ） （ ）

而 故 ，
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理 ，有 

猜测取 其中 ，
（ ）

这样产生的方向 关于 共轭.
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 对于正定二次函数 其中 为 阶对称正定矩阵），采用精

确一维线搜索的共轭梯度法的迭代方向是由以下公式产生的共轭方向 ( )：

，

其中 ， 

共轭梯度法 ( )次迭代可求得二次函

定理3.4.3
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数 的极小点,并且对于所有的 有：

§3.4.2 二次函数极小化的共轭梯度法
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构造 共轭向量组 满足

对于正定二次函数 ，

将 代入得

或  

其中
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（ ）

当 时，
（ ） （ ）

根据定理 的（ ）可得

所以 

举例，利用定理3.4.3的（2)可以证明 1
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      (1)  FR Flecher-Reeves)   1964

.

      (2)  PRP Polak-Ribiere-Polyak) 

( )
             .

      (3)   Dixon .
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（一）系数 的其它形式：

公式（ 年
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公式(

§3.4.3 一般函数极小化的共轭梯度法
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（二） （ 共轭梯度法

设函数 给定初始点 置

   步 计算 . 如果 ，算法终止.否则,转步

，             若

   步 取  
否则.

   步 由线搜索计算步长

   步 置 ： ， 转步

算法3.4.2

求解一般函数极小化问题的FR共轭梯度法算法框架



1: FR PRP

Dixon DY

FR

3

注 采用精确一维搜索的 共轭梯度法、 共轭梯度法、

    共轭梯度、 共轭梯度法均为下降算法.

注2:采用精确一维搜索的 共轭梯度法具有全局收敛性和

    线性收敛速度.  (定理3.4.4)

注 ：共轭梯度法计算量小，适合于求解大规模无约束问题.
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且 0.

由 公式， ， .



n

n

步重新开始的共轭梯度法基本思想:

    每迭代 次，就重新取负梯度方向作为搜索方向.可以保证在最优

解附近，通过重新取负梯度方向作为迭代方向，那么后面的迭代，将

产生近似共轭方向，从而较快地收敛到最优解.

n步重新开始的共轭梯度法

注 n步重新开始的共轭梯度法具有全局收敛性和线性收敛速度.



n步重新开始的共轭梯度法
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