
第二章 线性规划
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2.1线性规划问题及其基本概念

2.2.1解的几何特征
2.2线性规划的基本理论

Δ2.2.2对偶理论与最优性条件

2.3.1算法介绍（基本思想、最优性的判定、基可行解的转换）
2.3线性规划的单纯形算法 2.3.2单纯形表（天然含有单位阵作为基矩阵的情形 ）
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2、矩阵的定义
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定义 把矩阵 的行依次变为同序数的列得
到的新矩阵，叫做 的转置矩阵，记作 .TA
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3、矩阵的转置



１、定义
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注 只有当两个矩阵是同型矩阵时，才能进
行加法运算.（可加的条件）
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矩阵的数量乘法（数乘）

.A Ak k数量乘积,为数 与矩阵 的 记作
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分块矩阵的运算概念

对于行数和列数较高的矩阵 ，为了
简化运算，经常采用分块法，使大矩阵的
运算化成小矩阵的运算. 具体做法是：将
矩阵 用若干条纵线和横线分成许多个小
矩阵，每一个小矩阵称为 的子块，以子
块为元素的形式上的矩阵称为分块矩阵.
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矩阵特殊分块乘法应用



定义 下面三种变换称为矩阵的初等行变换:
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例 求解方程组
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向量组的线性相关性

� （一） 线性相关与线性无关的概念
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§2.1 线性规划问题及基本概念













例：将以下线性规划化为标准型
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   二 线性规划的一些基本概念

 1    min                  
                                          s.t.             
                                                     0         
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线性规划： ( )  （1）
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T
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可行解(点)：同时满足（2），（3）式的解

            称为(LP)的可行解（点）。

可行域：

定理：(LP)是一个凸规划.

证明：



（2）证明目标函数是凸函数
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2  线性规划解的概念
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记 其中 表示 的第 列，那么线性规划

的标准型还可以表示为

 

  m n m mA m B A
B A

u u设系数矩阵 的秩为 ，且 为 中的一个非奇异子矩阵, 

则称 为 的（或问题（LP）的）一个基矩阵.

基矩阵：

不妨记为B=(P1,P2,…,Pm),  并记N =(Pm+1,Pm+2,…,Pn), 则
A=(B, N). 
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¦令非基变量为零，则此时方程组为 有唯一

解，记为 记

称 为与基矩阵 对应的基解。

非基矩阵:
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非基向量: 

  基变量:
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称 为对应的非基矩阵；

称基矩阵 的列向量  为基向量；

称非基矩阵 的列向量  为非基向量；

称与基向量对应的变量  为基变量；

除基变量之外的其余变量  为非基变量。
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 (3) 基可行解：

(4)  退化、非退化：

 

( ) ( )

m

LP LP
LP

    若基可行解中正分量的个数恰好为 个，则称此基

 可行解为非退化的； 否则，称其为退化的。

    若 的所有基可行解是非退化的，则称 为非

退化的； 否则，称( )为退化的。

非负的基解被称为基可行解。

  m注：基可行解中正分量的个数最多为 个。
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例 求线性规划
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因为(LP )是凸规划，所以最优解集是凸集，根据凸集的定义，结论成立。



§2.2 线性规划的基本理论
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x x x x F x LP
x x x x A P P P
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一 解的几何特性

定理1: 假设 则 是线性规划 的基可行解

的正分量 对应的 的列向量 线性无关。

 ,    
(0,1) (1 ) ,   

( )
D D D

� �
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nF R x F F y z
x y z x F

LP

极点：设 为凸集且 ，若 中不存在两个不同点 及

      某一实数 使得 则称 为 的极点。

注：  的可行域是由若干个超平面和半空间围成，是多面体，

      其顶点是极点。

( )   LP x x定理2： 的可行解 是基可行解的充要条件是 是可

行域的极点.

( )LP LP定理3： 若 有可行解则（ ）必有基可行解.

定理2.2.3 若线性规划存在最优解，那么它必定存在某个基可行解是其最优解。



问题：

行解？如何得到第一个基本可)1(

最优解的判定法则？)2(

解？变换到另一个基本可行如何从一个基本可行解)3(

二、单纯形算法求解线性规划













3. 线性规划的单纯形算法
(1)线性规划的规范式

仍然假设基矩阵为B=(P1,P2,…,Pm),  非基矩阵N=(Pm+1,Pm+2,…,Pn),

则A=(B, N). 把向量x和c也做相应分解x=(xB, xN)T和c=(cB, cN)T,

这样，Ax=b可以表示为

解得：
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于是目标函数

于是原线性规划问题变为
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min  ( )             

s.t.       , 1, 2,..., ,       

            0,  1,2,...,  .

N N
n

i i ij j
j m

j

f x f x

x b a x i m

x j n

V

 �

 �

c c � �  

t  

¦
称为与基变
量x1,…xm对
应的规范式



注：由规范式，易得基解：

1

0 ,
0

0

§ ·c
¨ ¸
¨ ¸
¨ ¸

c¨ ¸ 
¨ ¸
¨ ¸
¨ ¸
¨ ¸
© ¹

m

b

bx 0

0 ( 1, , ),c t  ib i m
x

若

则 为基可行解。

T 1V
V

� �T T
B

j j

c c B A x
x

称 : 为变量 的判别数向量，其中每个

称为变量  的判别数.

定义2.3.1

T 1

T 1

0,
,

V

V

V

�

�

�

 �  

 �

c �¦

T T
B B B

T T
N N B

j j ij i j
i S

c c B B
c c B N

c a c j T x

基变量的判别数向量为 :

非基变量的判别数向量为 :

分量形式： - , 为非基变量  的判别数.

具体地，
T为非基变量的指
标集，S为基变
量的指标集



0 0

0

( )  
0 ( 1,2, , ), ( )V t  

基可行解

j

x LP x
j n x LP

定理2.3.1 假设 是 对应于规范式的 ，若  的所有

         判别数 则 是 的一个最优解。

(2)最优性的判定

证明： 设x1是任一可行点，则x1≥0, 又判别数σ≥0
（与x的取值无关），故有

1 1 1 0
0 0( ) ( )T T

N Nf x c x f x f f xV  � t  



0 ( )   { 1, 2,..., }

0, {1,2,..., } 0, ( )V

� � �

c� � d

基可行解

k ik

x LP B k m m n

i m a LP

定理2.3.2 

假设 是 对应于基 的 ，若存在

使得 并且对所有的 有 则 无最优解。

证明：定义 , 其中1是第k个分
量。对任意的t>0, 令 x=x0+tu, 以下证明x是可行解:
(1) (非负)可知x的分量为

(2) (有规范表达式)所以x的分量可以写成

即满足规范式的可行性。
而 ，令 ，可得

所以（LP）无最优解.

1, ,( ,..., ,0,...,0,1,0,...,0)T
k m ku a ac c � �

,
0

, 1,2,..., ,
0 1 , ,

0, 1,..., , .

j j k

j j j

b ta j m
x x tu t t j k

j m n j k

c c�  
° �  � �   ®
°  � z¯

0
,

1
,     1,2,..., ,

n

i i i i j i j
j m

x x tu b x a i m
 �

c c �  �  ¦

0 0( ) T
N N kf x f x f tV V �  � t o�f ( )f x o�f





  step1.  

: min{ : 0},  V V V �k j j k kx P

确定入基变量:任一与负判别数相对应的变量都可以

作为入基变量. 一般令

    则 为入基变量， 为入基向量。

(3) 基可行解的转换

 { 1,..., } 0, {1,2,..., } 0V c� � � � !s rks m n r m a当存在 使得 并且存在 使得 时



1
 step2.   ,    1,...,  

 0, 1,..., , ,  ,    1,...,

0 0 0.

0 0

: mT

 �

c c �  

c c  � z  �  

c c cd t  � t

c c c!  � t

c
  

c

¦
n

i i ij j
j m

j i i ik k

ik k i i ik k

ik i i ik k

l
l

lk

x b a x i m

x j m n j k x b a x i m

a i x x b a x

a i x b a x

b
a

确定出基变量：由于 ；

令 则有

a.对满足 的 ，由于 ，故

b.对满足 的 ， 为使此时所有的 ，

    记 in{ : : 0, 1,..., },  

0 1,...,

T

T

c
c !  

c

 t

c c � t  

i
i ik

ik

k l l k

i i ik k

b a i m
a

x x x

x b a x i m

令 ，则 =0， 又 0，所以

 ， 

从而得到新的可行解

注意：xk是入基变量，xl是出基变量，必有alk`>0
1 1 1( ,..., ,0, ,..., ,0,..., ,...,0) .� � T

l l m kx x x x x x



x定理2.3.3 按上述方法得到的 是(LP)的基可行解.

证明：只需证明向量组p1,…,pl-1,pk,pl+1,…,pm
线性无关. 假设线性相关，则存在不全为零的实数使得

y1p1+…+yl-1pl-1+ykpk+yl+1pl+1+…+ympm=0
由于p1,…,pl-1,pl+1,…,pm 线性无关，所以yk≠0,于是

pk= -(y1p1+…+yl-1pl-1+ykpk+yl+1pl+1+…+ympm)/yk
又由于

pk=BB-1pk=Bp`k=(p1,…,pm)(a1k`,…,amk`)T

=a1k` p1 +…+ alk` pl +…+amk` pm
以上两式相减得
(a1k` +y1/yk) p1+…+(al-1k` + yl-1 /yk) pl-1+ … + alk` pl +…+ 
(al+1k` + yl+1 /yk) pl+1 +…+(amk` + ym/yk)pm =0
因为alk` >0, 所以得p1,…,pl-1,pl,pl+1,…,pm 线性相关，矛
盾。



0

0

LP
.�T T

x x
c x c x

定理2.3.4 若 是 的一个非退化的基可行解， 是

          按上述方式得到的基可行解，则

证明：因为x0是非退化的，所以

从而在 中， ,     又因为 , 故x

0
0 0

T T
k kc x f x f c xV � �  

0kV �0l
k

lk

bx a
c !c

0, 1,2,...,c !  jb j m



单纯形表：设基矩阵B=I，则对应的初始单纯形表为

B=(P1,P2,…,Pm)=I,  N=(Pm+1,Pm+2,…,Pn), A=(B, N)，c=(cB, cN)T,
1

1

,
V

�

�

c   

 �T T
N N B

b B b b
c c B N

1
,( )

1,2,..., ,
1, 2,..., .

�
�c 

 
 �

i m jB N a
i m
j n m

( 0), 1,...,T
c

c !  
c
i

i ik

ik

b a i m
a

cj c1 … cl … cm cm+1 … ck … cn
θi

cB B b p1 … pl … pm pm+1 … pk … pn

c1 p1 b1 1 … 0 … 0 a1,m+1 … a1,k … a1,n θ1

… … … … … … … … … … … … … …

cl pl bl 0 … 1 … 0 al,m+1 … al,k … al,n θl

… … … … … … … … … … … … … …

cm pm bm 0 … 0 … 1 am,m+1 … am,k … am,n θm

σj 0 … 0 … 0 σm+1 … σk … σn



例：用单纯形法解线性规划

1 2

1 2

1 2

1

2

1 2

min 2 3
s.t.    6,
        2 8,
                4,
                3,
        0.

f x x
x x
x x
x

x
x x

 � �
� d
� d

d
d
t，

解：化成标准型，引入松弛变量，

1 2

1 2 3

1 2 4

1 5

2 6

min 2 3
s.t.                            6,
        2                       8,
                                        4,
                                        3,
      

f x x
x x x
x x x
x x

x x

 � �
� �  
� �  

�  
�  

1 2 3 4 5 6  0.x x x x x x t， ， ， ， ，

1 1 1 0 0 0
1 2 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1

A

ª º
« »
« »�  
« »
« »
¬ ¼



取B=(P3,P4,P5,P6)=I, 
则N=(P1,P2), 
b`=b=(6,8,4,3)T，
cB=0, cN=(-2,-3)T 

1�  B N N
V  �  T T

N N B Nc c N c

所以初始单纯形表先记为

cj -2 -3 0 0 0 0
θi

cB B b p1 p2 p3 p4 p5 p6

0 P3 6 1 1 1 0 0 0

0 P4 8 1 2 0 1 0 0

0 P5 4 1 0 0 0 1 0

0 P6 3 0 1 0 0 0 1

σj -2 -3 0 0 0 0

1
1

12

2
1

22

4
4

42

6,

4,

3,

T

T

T

  
c

  
c

  
c

b
a
b
a
b
a

cj -2 -3 0 0 0 0
θi

cB B b p1 p2 p3 p4 p5 p6

0 P3 6 1 1 1 0 0 0 6

0 P4 8 1 2 0 1 0 0 4

0 P5 4 1 0 0 0 1 0 /

0 P6 3 0 （1） 0 0 0 1 3

σj -2 -3 0 0 0 0

因为 所以初始单纯形表为



由于最后一列中，3最小，故取3所在行与最小判别数-3所在列
的交叉点处的数作为主元（加括号表示）；
主元所在行为基准，对其他行均进行矩阵运算的初等行变换，
把主元所在列的元素除主元外均变为0(包括判别数行)；得到
以下单纯形表：

只有 ，
所以计算 得
表2：

注：基向量变为3,4,5,2，从而cB也改变。

cj -2 -3 0 0 0 0
θi

cB B b p1 p2 p3 p4 p5 p6

0 P3 3 1 0 1 0 0 -1

0 P4 2 1 0 0 1 0 -2

0 P5 4 1 0 0 0 1 0

0 P6 3 0 1 0 0 0 1

σj -2 0 0 0 0 3

1 2 0V  � �

T i

cj -2 -3 0 0 0 0
θicB B b p1 p2 p3 p4 p5 p6

0 P3 3 1 0 1 0 0 -1 3

0 P4 2 （1） 0 0 1 0 -2 2

0 P5 4 1 0 0 0 1 0 4

-3 P2 3 0 1 0 0 0 1 /

σj -2 0 0 0 0 3



于是主元选为2（表2中加括号表示）；重复之前的过程得表3

于是主元选为1（表3中加括号表示）；重复之前的过程得表4

cj -2 -3 0 0 0 0
θicB B b p1 p2 p3 p4 p5 p6

0 P3 1 0 0 1 0 0 (1) 1

-2 P1 2 1 0 0 1 0 -2 /

0 P5 2 0 0 0 -1 1 2 1

-3 P2 3 0 1 0 0 0 1 3

σj 0 0 0 2 0 -1

cj -2 -3 0 0 0 0
θicB B b p1 p2 p3 p4 p5 p6

0 P6 1 0 0 1 0 0 (1)
-2 P1 4 1 0 0 1 0 0
0 P5 0 0 0 -2 -1 1 0
-3 P2 2 0 1 -1 0 0 0

σj 0 0 1 2 0 0

所有判别数非负，故有最优解，最优解为x*=(4,2,0,0,0,1)T,原
问题的最优解为x*=(4,2)T,最优值为f=-2*4-3*2=-14.



三.初始基可行解的求法

1

  (1)   

       ( )    min                       ( )     min   ( ) +               

              . .                           . .   =                        
 

n m
T T

j
j n

M

s

M

LP c x LP f x c x M x

s t Ax b s t Ax x b

�

 �

c  

 � �

¦
令 充分大

大 单纯形法：

1

1

                       0                                            0 ,   0
                                                       , ,

( ,

s

n n m

s n

x x x
x x
x x

� �

�

t t t

 

其中， 为人工变量，

                                 , )T
n mx �

即 x s 的1范数

A是m行n列的
矩阵，所以有m
个等式，n个未

知数.



* *

* * *

2.3.5  ( )
            (1)  ( ) : (( ) , ( ) ) .

  =0 ( ) 0 ( )
( ) ( )

c

c  

z
c

T T T
s

s s

LP
LP x x x

x x LP x LP
LP LP

 定理 用单纯形法求解

设 是可解的并且求得的最优解为

若 ，则 是 的一个最优解；若 ，则 无可行解。

      (2) 若 无最优解，则 无最优解。

证明: (1) 先证x*是(LP)的最优解。（需要证，a. 可行；b. 最优）
a. 由于 可行，故（x*,xs*）非负，且Ax*+xs*=Ax*=b, 所以x*

是（LP）的可行解；
b. 由 最优，可得对任意的（x,0）(x非负)满足Ax=b,都有

即 , 所以x*是(LP)的最优解.
再证第二个子结论：无可行解。（反证）
假设(LP)有可行解x`,则x`非负，且Ax`=b，从而 是
(LP)`的可行解，且由于M充分大，故

这与 是最优解矛盾.  
(2) 设(LP)有最优解，则是可行解，由(1)知(LP)` 有最优解 ,矛盾 ！

x

x
* *( ) 0 0 ( )T Tf x c x c x f x � t �  

*( ) ( )f x f xd

* * *

1
( ) 0 ( )T T

sf x c x c x M x f xc � d �  

( ,0)Tx xc 

x



例：用大M单纯形法解线性规划

1 2 3

1 2 3

1 2 3 4

1 3

1 2 3 4

min 3
s.t.    2               11,
        4 2 3,
        2                   1,
        0.

f x x x
x x x

x x x x
x x

x x x x

 � � �
� � d

� � � �  
� �  

t， ， ，

解：引入松弛变量x5, 人工变量x6,x7，并取M=10,将
上述问题改写为

1 2 1 0 1 0 0
4 1 2 1 0 1 0
2 0 1 0 0 0 1

A
�ª º

« »�  � �« »
« »�¬ ¼

1 2 3 6 7

1 2 3 5

1 2 3 4 6

1 3 7

1 2 7

min 3 10 10
s.t.   2                     11,
        4 2       3,
       2                          1,
        0.

f x x x x x
x x x x

x x x x x
x x x

x x x

 � � � � �
� � �  

� � � � �  
� � �  

�� � t， ， ，



(57, 9, 29,10)V  �  � �T T T
N N Bc c N

取B=(P5,P6,P7)=I, 则N=(P1,P2,P3,P4),b`=b=(11,3,1)T，
cB=(0,10,10)T， cN=(-3,1,1)T ，

取判别数-29对应的列计算θ分别为11,3/2,1，故选择主元为1， 得
初始单纯形表为

1�  B N N

cj -3 1 1 0 0 10 10
θi

cB B b p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7

0 P5 11 1 -2 1 0 1 0 0 11

10 P6 3 -4 1 2 -1 0 1 0 3/2

10 P7 1 -2 0 (1) 0 0 0 1 1

σj 57 -9 -29 10 0 0 0

cj -3 1 1 0 0 10 10
Θi

cB B b p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7

0 P5 10 3 -2 0 0 1 0 -1 /

10 P6 1 0 (1) 0 -1 0 1 -2 1

1 P3 1 -2 0 1 0 0 0 1 /

σj -1 -9 0 10 0 0 29



cj -3 1 1 0 0 10 10
θi

cB B b p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7

0 P5 12 (3) 0 0 -2 1 2 -5 4

1 P2 1 0 1 0 -1 0 1 -2 /

1 P3 1 -2 0 1 0 0 0 1 /

σj -1 0 0 1 0 9 11

cj -3 1 1 0 0 10 10
θicB B b p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7

-3 P1 4 (1) 0 0 -2/3 1/3 2/3 -5/3
1 P2 1 0 1 0 -1 0 1 -2
1 P3 9 0 0 1 -4/3 2/3 4/3 -7/3

σj 0 0 0 1/3 1/3 29/3 26/3

所以判别数非负，故得最优解(4,1,9,0,0,0,0)T，人工变量
均为0，故原问题的解为(4,1,9,0)T， 最优值为-3*4+1+9=-2.





(2)   
       ( )    min   
              . .      
                        0 

TLP c x
s t Ax b
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二阶段单纯形法求解：
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1

1
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其中， 为人工变量，

第一阶段：单纯形法求解以下线性规划



* *

*

*

ˆ
( )  ,

          (i)    0, 0 ( )
ˆ          (ii)   0, 0 ( )

Z

Z

Z

§ ·
cc  ¨ ¸

© ¹
! z

  

s

s

s

x
LP x

x

x LP
x LP x

定理2.3.6  设 是非退化的，最优解为 最优值为

若 即 ，此时 无可行解；

若 即 ，此时得到 的一个初始基可行解

*

*

*

(1) ( ) , , 0; ( ,0) ( )

                         =0  ,
( )

(2) 0  ( )    
( )  

TLP x Ax b x x LP

LP
x LP

LP

Z Z

Z

cc t

�

cc

证明： 设 有可行解 则 于是 是

的可行解，且此时

这与 是最优值矛盾.所以 没有可行解.

因为人工变量均为 ，而 是 的一个基可行解，删除

此时的人工变量，得到 的一个基可行解.

第二阶段：从第一阶段得到的基可行解开始，用单纯形
法求解(LP)



例：用二阶段单纯形法解线性规划

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min   4
s.t.    2 2 4,
        3 3 3,
        0.

x x x
x x x
x x x

x x x

� �
� �  
� �  

t， ，

解：第一阶段 引入人工变量x4,x5，构造辅助问题

2 1 2 1 0
    

3 3 1 0 1
A ª º

�  « »
¬ ¼

4 5

1 2 3 4

1 2 3 5

1 2 3 4 5

min   
s.t.    2 2       4,
        3 3       3,
        0.

x x
x x x x
x x x x

x x x x x

�
� � �  
� � �  

t， ， ， ，



取B=(P4，P5)=I, 
则N=(P1,P2,P3),
b`=b=(4,3)T，
cB=(1,1)T，

cN=(0,0,0)T ，

取判别数-5对应
的列计算θ分别
为2,1，故选择
主元为3，用单
纯型法计算得：
最优解为
(1/2,0,3/2,0,0)T,从而得原问题的基可行解为(1/2,0,3/2)T,且由上表知
基矩阵为B=(P3,P1).

1�  B N N

( 5, 4, 3)

V  �

 � � �

T T
N N B

T

c c N

cj 0 0 0 1 1
θi

cB B b p1 p2 p3 p4 p5

1 P4 4 2 1 2 1 0 2

1 P5 3 (3) 3 1 0 1 1

σj -5 -4 -3 0 0

1 P4 2 0 -1 (4/3) 1 2/3 3/2

0 P1 1 1 1 1/3 0 1/3 3

σj 0 1 -4/3 0 5/3

0 P3 3/2 0 -3/4 1 3/4 1/2

0 P1 1/2 1 5/4 0 -1/4 1/6

σj 0 0 0 1 2/3
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T T
N N Bc c N

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min   4
s.t.    2 2 4,
        3 3 3,
        0.

x x x
x x x
x x x

x x x

� �
� �  
� �  

t， ，

第二阶段 用单纯形法求解原线性规划

注：用初始的单纯形表即为第一阶段的最后一张表，
但由于目标函数不同，需要重新结算判别数。因为

故判别数

3
14, , , 1

5 4
4

B NB I N c c

ª º�« » § ·
    « » ¨ ¸

© ¹« »
« »¬ ¼



cj 4 1 1
θi

cB B b p1 p2 p3

1 P3 3/2 0 -3/4 1 /

4 P1 1/2 1 (5/4) 0 2/5

σj 0 -13/4 0

1 P3 9/5 3/5 0 1

1 P2 2/5 4/5 1 0

σj 13/5 0 0

用单纯型法计算得：

最优解为(0,2/5,9/5)T,最优值为11/5.





Tmin         
s.t.   ,   
         0.    

t
t

c x
Ax b
x

四、对偶理论与最优性条件

1、对偶规划

注 原线性规划与其对偶规划的特点
(1) “ min , ≥ ”与“ max ,≤”相对应；
(2)  约束条件的系数矩阵互为转置；
(3)   价格系数和右端向量位置互换
(4) 一个问题中的变量个数等于另一个问题中的不等式约束条

件的个数
(5) 变量皆非负。

Tmax        
s.t.  ,   
           0.

d
t

T

b y
A y c
y

记原
线性(LP):
规划

构造
线性(DP):
规划

其中A是m行n列矩阵，x, c是n维向量，y, b是m维向量，称
(DP)是(LP)的对偶线性规划，称(LP)为原线性规划。



2.2.4 ( )      (D ) ( )  P LP定理 对合性 的对偶规划为 。

2、（LP）与(DP) 的性质

T

( )
max        
s.t.  ,  
           0.

d �
t

T

DP
b y

A y c
y

Tmin  ( )      
s.t.  ,  
           0.

�

� t �
t

T

b y
A y c
y

max  ( )     
s.t.    ( ) ,  
           0.

�
� d � �
t

Tc x
A x b
x

 对偶规划

min       
s.t.    ,  
           0.

t
t

Tc x
Ax b
x

� ( )LP



2.2.5  ( )  ( )LP k DP
k

定理 若 的第 个约束为等式约束，则 的

          第 个变量为自由变量。

1 1 2 2 ...� � �  k k kn n ka x a x a x b设等式约束为

�
1 1 2 2

1 1 2 2

...
...

� � � t
� � � � t �
k k kn n k

k k kn n k

a x a x a x b
a x a x a x b

1

1 1

1 1

1

( )

s.t.   ...
       ...
       ...   
       ...
        ,..., 0

 

� � t
� � � t �

t

¦
n

j j
j

k kn n k

k kn n k

n

LP

c x

a x a x b
a x a x b

x x

因此， 等价于

 min 1 1

11 1 1 1 1

1 1

1

... ( ) ...
s.t.   ... ( ) ...
       ...
       ... ( ) ...   
        ,..., , ,..., 0

c cc� � � � �
c cc� � � � � d

c cc� � � � � d
c cc t

k k k m m

k k k m m

n kn k k mn m n

k k m

b y b y y b y
a y a y y a y c

a y a y y a y c
y y y y

其对偶规划为

max 

令yk=yk`-yk``,则yk没有任何约束
称为自由变量。



2.2.6   ( ) ( ) LP l DP
l

定理 若 的第 个变量为自由变量,则 的

          第 个约束为等式约束。

由上一定理及对偶规划的对合性可得。

标准型及其对偶规划：

                                  
( )    min                   ( )    max           
              . .                             . .       
                        0       

 d
t

T T

T

LP c x DP b y
s t Ax b s t A y c

x

标准型 对偶规划



写出以下线性规划的对偶规划问题：

1 2

1 2

1 2

1 2

1

2

1 2

max     9 11
s.t.    4 3
       2
       3 4 4
                    2
                    0
              0

y y
y y
y y

y y
y

y
y y

�
� d

� � d
� d �

d
d
t，

解：对偶规划为



解：对偶规划为 1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2

max     6 3
s.t.    2 2 3
        4 3 2
          3 1
                    4
  0

y y
y y
y y
y y

y
y y

�
� d
� d
� d

d

t自由变量，



 ( )     min           ( )     max           
                      . .                                         . .     =   
                                                       

c c

t

T T

T

LP c x DP b y
s t Ax b s t A y c

考虑 和对偶规划

                                   0ty

3. 对偶理论

1 , ( )  ( )  c c

dT T

x y LP DP
b y c x

定理 （弱对偶定理）设 分别是 与 的可行解，

      则

( )d   T T T T Tb y Ax y x A y c x证明：
* * * *

* *

1   , ( )  ( )   =
, ( )  ( )  

c c

c c

T Tx y LP DP c x b y
x y LP DP

推论 ：设 分别是 与 的可行解，且 ，

       则 分别是 与 的最优解。

* * ,c  dT T Tx c x b y c x x证明：设 是(LP)任意可行解，则 即 最优

( )  ( )  
( )  ( )  

c c

c c
LP DP
DP LP

推论2：若 可行但无下界，则 无可行解；

       若 可行但无上界，则 无可行解.

证明：反证



2
) ( ) ,

(1)   )
(2)  )
(3)   )
(4)   )
(5)   ) ( )

c c

c

c

c

c

c c

LP DP
LP
DP
LP
DP
LP DP

定理 （强对偶定理）

 对于( 与 下面五个命题是等价的：

( 可行有下界；

( 可行有上界；

( 有最优解；

( 有最优解；

( 与 均是可行的.

且在任一情形下，原、对偶规划的最优值相同.



( ) ( ) :
( )    min                       ( )    max           
              . .                                 . .       
                        0       

 d
t

T T

T

LP DP
LP c x DP b y

s t Ax b s t A y c
x

考虑线性规划标准型 及其对偶问题

4、最优性条件

* * * *

* *

 
          , ) ( ) ,

) ( ) ( ) ( ) 0.� �  T T

x y LP DP x y
LP DP x A y c

定理2.2.9（互补松弛条件）

假设 分别是( 与 的可行解，则 分别是

( 与 的最优解

* * * * * *

* * * * *

* * * *

= =( ) =( ) ,
" " ( ) ( ) 0 ( ) 0
                                           ( ) , .

�

� �  � �  

�   

T T T T T

T T T T

T T T

c x b y Ax y x A y
x A y c Ax y c x

Ax y b y c x

证明：" "由 移项得证；

由

得证



* *

* * * *

) ( ) ,
) ( )   ( ) ( ) 0.� � � �  T T

F D LP DP x y
LP DP x F y D x A y c

定理2.2.10（最优性条件）

     假设 、 分别是( 与 的可行集，则 分别是

( 与 的最优解 ， ，

:
   min                       max           

                 . .                                     . .       
                         0                 

T T

T

c x b y
s t Ax b s t A y c

x
t d
t

对于以下线性规划及其对偶问题，写出最优性条件

原问题 对偶问题

                                 0    y t



* *

* * * *

* * *

*

* *

* * * *

( ) ( ) 0
  ( ) ( ) 0

2.2.11
, ( , ) ( ) ( )
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 0 , 0,   ( ) 0
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� � �  

c� � u

  
°
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° t t  ¯

T T

T T

n m n

T

T

x A y c
x F y D x A y c

x R y s R R LP DP

Ax b
A y s c
x s x s

互补松弛条件: 

最优性条件:  ， ，

定理 （最优性条件）

分别是 与 的最优解

( ) ( ) :
( )  min            ( )    max                ( )     max      
         . .                       . .                          . .     +
              

c

 d  

T T T

T T

LP DP
LP c x DP b y DP b y

s t Ax b s t A y c s t A y s c

对于一般线性规划 及其对偶问题

     0                                                                         0 t tx s



1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

* *
1 2

       min   2  3 5 2 3    
        s.t.    2 3 4
                2 3 3
                0,    1, 2,...,5

4 3, ,
5 5

5

j

x x x x x
x x x x x
x x x x x

x j

y y

� � � �
� � � � t
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t  

  

例：已知线性规划问题

其对偶规划问题的最优解为 原问题的最优值

为 。试用最优性条件找出原问题的最优解。



1 2

1 2

1 2

1 2

       max   4  3    
        s.t.    2 2                              (1)
                   3                             (2)
              2  3 5                             

y y
y y
y y
y y

�
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解：先写出对偶规划

1 2

1 2

1 2

(3)
                   2                             (4)
                3  3                             (5)
                     , 0

y y
y y
y y

� d
� d

t
将y1* , y2*的值代入约束条件，得(2),(3),(4)为严格不等式；由
互补松弛条件得x2*=x3*=x4*=0。因y1* , y2*>0 ，原问题的两个
约束条件应取等式，故有

x1*+3x5*=4;    2x1*+x5*=3
求解后得到x1*=x5*=1 ; 故原问题的最优解为x*=(1 0 0 0 1) T.




